













DEVELOPMENT OF FLAT SHELL ELEMENT 
IN HYBRID-TYPE PENALTY METHOD 
 
久保慧知 
Satothi KUBO  




In this paper, in order to apply Hybrid-type Penalty Method to problems like thermal crack of glass and 
MOR technique, I develop flat shell element. First, I derive a hybrid virtual work equation based on the 
governing equation of general three dimensional elastic problems. Next, I will arrange the assumptions for 
reducing the order to the two-dimensional problem that is the basis of the flat shell element. Furthermore, the 
displacement field of the in-plane deformation is expressed as a linear function, the displacement field of the 
out-of-plane deformation is expressed by a quadratic function, and by synthesizing them, the displacement 
field of the flat shell element is assumed. By substituting these relationships into the hybrid type virtual work 
equation, the discretization equation of the flat shell element is derived. Finally, we evaluate the performance 
of the flat shell element proposed in this study by simple numerical example.  
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１． はじめに 




握する手法である．例えば，図 1 に示すように，CAD モ
















































(a) 面内変形問題    (b) 面外変形問題 
























 (釣り合い方程式)   (1) 
 (応力-ひずみ関係)         (2) 
 (ひずみ-変位関係)   (3) 
 
ここで，  は応力ベクトルであり，  は物体力，また，  















  (5) 
を付帯条件として Lagrange の未定乗数 を用いて 
 






      (7) 
 
（３）3 次元 2 次変位場 
領域 を 3 次元ユークリッド空間の有界領域とし，2 次
の変位場  について考えてみる．いま，ある領域  
に着目し，変位  を点  
についてテーラー展開し，剛体変位並びにひずみによっ












      
    (a) 面内問題      (b) 面外問題 







平面に荷重を受ける状態で z 方向の応力を 0 と仮定する
ため，  を仮定する． 
（２）面外問題 
 図 5(b)のように面外荷重が作用する場合，Kirchhoff 理









図 6 面外荷重が作用する平板 
 
 ここで，Kirchhoff の仮定は以下の通りである． 
(ⅰ) 板厚以上の変形をしない微小変形である 
  (2.5.2) 
(ⅱ) 基準面は不伸張である． 
  のとき  (2.5.3) 
(ⅲ) 法線保持  (2.5.4) 
(ⅳ) 法線の長さは一定  
(ⅴ) 法線方向の応力は省略   
 
（３）平板シェル 
 平板シェル要素では図 7 のように変形するものとし，









平板シェル要素の変形 ＝ 面内変形＋板曲げ変形 































(a) 平面応力問題の自由度  (b) 板曲げ問題の自由度 
 
(c) 平板シェル問題の自由度 


























   (15) 






































  (20) 
 
この変位を図 9 に示す局所座標系  の変位 
 に座標返還すると以下のようになる． 
 
  (21) 
 
ここで，  は要素 (e) の境界 < s > に関する座標変換
行列である． 
 
図 9 全体座標系と局所座標系 
 









領域 と における共通の境界 上の表面力を以
下のように表す． 
 

















































を とすると，各部分領域 に関する自由度  な
らびに，仮想変位 以下のように関連付けられる． 
 
  (30) 






  (32) 
ここで， 
  (33) 













  (37) 




  (39) 
 
ここで， 































ただし，  () 
 
いま，部分領域境界面  に関する自由度  
ならびに，仮想変位 は，全部分領域における自由
度と着目部分領域境界面に関係する自由度を関連づける
行列  を用いて以下のように関係づけられる． 
 
  (47) 
  (48) 
 








一方，部分領域境界面  に関する自由度  な
らびに仮想変位 についても，全部分領域における
自由度と着目部分領域境界面に関係する自由度を関連づ
ける行列  を用いて以下のように関係づけられる． 
 
  (51) 
   (52) 
 












































図 10 解析モデル 
 
 解析ケースとしては，図 10 に示す載荷状態に応じて
以下の 3 ケースを設定した． 
 
CASE-1：面内荷重  が作用する場合 







































図 13 ポアソン比 0.3 の場合の変位モード 
 








図 14 は面外荷重が作用した場合のポアソン比が 0 のた
わみ曲線を示した図である． 
 

































図 15 面外荷重が作用した場合のたわみ角 
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